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Theorie der Stapelfehlerenergie kubisch-flichenzentrierter Metalle

Von Horst Startz

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
und dem Max-Planck-Institut fiir Metallforschung Stuttgart

(Z. Naturforschg. 17 a, 906921 [1962] ; eingegangen am 27. Juli 1962)

Ein Stapelfehler erstrecke sich iiber die ganze Breite eines Kristalls. In einer Einelektronen-
theorie wird die Wellenfunktion der Elektronen des obersten, besetzten Bandes nach Waxsxier-
Funktionen entwickelt, deren Zentren die Gitterpunkte des gestirten Gitters sind. Die Entwicklungs-
koeffizienten lassen sich angeben. Der Zusammenhang zwischen der Elektronenenergie E und dem
Ausbreitungsvektor f ist eine Fourier-Enwicklung im £-Raum. Fiir die Anderung der £-Eigenwerte
und damit der Energieeigenwerte des Leitungsbandes beim Einbau eines Stapelfehlers lif3t sich
eine Gleichung angeben, die geschlossen gelist werden kann. Die Summation bzw. Integration tiber
die besetzten Zustinde gibt die gesuchte Stapelfehlerenergie ;. Eine Berechnung von 3 erfordert
die Kenntnis gewisser Matrixelemente zwischen Waxxier-Funktionen. Die Stapelfehlerenergie er-
weist sich als sehr empfindlich gegeniiber kleinen Schwankungen dieser Matrixelemente. Die vor-
liegende Methode eignet sich auch zur Behandlung anderer, ebener Grenzflichen. Ferner ist eine

Ausdehnung auf mehrere Bander maglich.

Die Atome im Kristallgitter kubisch-flichenzen-
trierter Metalle bilden eine dichteste Kugelpackung.
wobei die dichtest gepackten (111)-Ebenen in einer
Dreischichtenfolge aufeinandergestapelt sind. Wird
nun die regelmaflige Schichtenfolge unterbrochen.
etwa durch Herausnahme einer (111)-Ebene oder
durch den Einbau einer zusatzlichen Ebene, aber so,
dal} die dichteste Packung nicht zerstort wird, dann
spricht man von einem Stapelfehler. Die beiden ge-
nannten Beispiele werden als Stapelfehler 1. und
2. Art bezeichnet.

Gegeniiber dem ungestorten Gitter besitzt das
Gitter mit Stapelfehler eine hcéhere Energie. Der
Stapelfehler stellt eine Art von innerer Grenzfliche
dar, zu deren Bildung eine Grenzflichenenergie no-
tig ist. Die Berechnung dieser sog. Stapelfehler-
energie, einer Energie pro Flache, ist das Ziel dieser
Arbeit. Dabei handelt es sich nicht um eine Aufgabe
der Elastizitatstheorie, sondern der Elektronentheo-
rie. da ein Stapelfehler, der sich tber die ganze
Breite des Kristalls erstreckt, keine inneren Span-
nungen hervorruft. Die bei einem Stapelfehler ge-
ringerer Breite an den Réndern auftretenden Ver-
zerrungsenergien gehoren definitionsgemil} nicht
zur Grenzflachenenergie.

In der Theorie der plastischen Verformung der
Metalle spielt die Stapelfehlerenergie y als Material-
konstante eine wichtige Rolle. Bekanntlich erfolgt die
plastische Verformung durch Gleiten der Versetzun-
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gen unter dem Einflull einer dufleren Schubspan-
nung. In einem kubisch-flichenzentrierten Kristall
konnen nun die Versetzungen. die eine (111)-Ebene
als Gleitebene besitzen. in zwei parallele Halbver-
setzungen aufspalten, wobei sich dann zwischen
ihnen ein Stapelfehlerband aufspannt!. Die dabei
entstehenden Stapelfehler gehoren zur ersten Art
und sind deshalb fiir uns am wichtigsten. Die Breite
der Aufspaltung bestimmt sich aus dem Gleichge-
wicht zwischen dem Energiegewinn aus der Ab-
stolung der parallelen Halbversetzungen und dem
Energieverbrauch zur Bildung der Stapelfehlerfliche:
Je kleiner die Stapelfehlerenergie y. desto grofer
die Aufspaltung und umgekehrt. Bei kleiner Stapel-
fehlerenergie y ist die Aufspaltung direkt propor-
tional 1/y.

Die Breite der Aufspaltung wirkt sich nun stark
auf das plastische Verhalten der betreffenden Metalle
aus. Zwei Effekte seien besonders hervorgehoben:
1. Beim Gleiten miissen die Versetzungen die sog.
Waldversetzungen schneiden; dabei bilden sich Ver-
setzungsspriinge. Bei aufgespaltenen Versetzungen
muf} die Aufspaltung an der Schnittstelle riickgangig
gemacht werden. was zu einer Erhéhung der zum
Gleiten notwendigen dufleren Schubspannung fiihrt.
Dies macht sich besonders im Teil I der Verfesti-
gungskurve bemerkbar., wo neben den elastischen
Wechselwirkungen rund die Hailfte der gesamten
dulleren Schubspannung auf die Schneidprozesse
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entfallt. 2. Im Falle aufgespaltener Schraubenver-
setzungen ist die Stapelfehlerebene gegeniiber den
anderen (111)-Ebenen als Gleitebene ausgezeichnet.
Dies hat eine betriichtliche Hemmung der bei Be-
ginn des Teils IIT der Verfestigungskurve einsetzen-
den Quergleitung zur Folge. Auch hier besteht wie-
der eine starke Abhingigkeit von der Aufspaltung
und damit von y, wie Scudck, SEEGER 2 und Worr 3
zeigen konnten.

Erwidhnt sei ferner der Einflul der Aufspaltung
auf den elektrischen Widerstand. Der elektrische
Widerstand ist proportional der Fliche des Stapel-
fehlers 4.

Eine Ubersicht iiber die experimentellen Bestim-
mungsmethoden der Stapelfehlerenergie. wie sie bis
1956 bekannt waren, gibt SEecer 1. In jiingerer Zeit
haben Seecer, Berner und Worr?® aus der oben
beschriebenen Abhingigkeit der Quergleitung von
der Aufspaltung der Schraubenversetzungen die Sta-
pelfehlerenergie fir Cu, Ag, Au, Ni und Al be-
stimmt. Die Stapelfehlerenergien der uns interes-
sierenden einwertigen Metalle ergeben sich zu
Youre 169, y4,~655 »,,= 257 (alle Werte in
erg/cm?). Interessant ist, daB die Stapelfehlerener-
gie fiir Cu wesentlich hoher liegt als der frither an-
genommene Wert von ungefihr 40 erg/cm?>.

Weitere Bestimmungsmoglichkeiten ergeben sich
aus den Elektronenmikroskop-Durchstrahlungsauf-
nahmen diinner Metallfolien. Hier sind zu erwéihnen
die Ausmessungen von Versetzungskosten aufgespal-
tener Versetzungen® und Stabilitdtsbetrachtungen
tiber die Konzentration und die Grofle von Stapel-
fehlertetraedern und ebenen Ansammlungen von
Leerstellen 7.

Theoretische Berechnungen der Stapelfehlerener-
gie haben von der Elektronenstruktur der betreffen-
den Metalle auszugehen. Hierbei spielen die Wech-
selwirkungen der abgeschlossenen Elektronenschalen
der Ionenriimpfe praktisch keine Rolle, da beim
Einbau eines Stapelfehlers Anzahl und Absténde der
zwolf nichsten Nachbarn eines Atoms nicht gedndert
werden. Den Hauptbeitrag zur Stapelfehlerenergie
liefern die Leitungselektronen.
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Die einzige bis jetzt bekannte Arbeit, die das
Problem der Stapelfehlerenergie elektronentheore-
tisch behandelt und tber qualitative Betrachtungen
hinausgeht, stammt von Arrtree und Praskerr?.
Ahnlich wie es Brocu fiir den idealen Kristall getan
hat, wird dort mit Hilfe des FroqueTrschen Theorems
eine Losung der ScHrODINGER-Gleichung fiir ein
Kristallgitter entwickelt, dessen Periodizitit in einer
Richtung infolge von einem oder mehreren Stapel-
fehlern unterbrochen ist. Um die Summe aller Ver-
schiebungen der Energieniveaus angeben zu konnen,
missen ArTRee und Praskerr auf die Naherung
nahezu freier Leitungselektronen zuriickgreifen —
eine Nidherung, die nach den Untersuchungen iiber
die Gestalt der Fermi-Flichen der Edelmetalle 1° und
nach den neuesten Bandrechnungen fiir Cu!! nicht
mehr berechtigt ist. Das beniitzte Gitterpotential ist
ein von jedem Gitterpunkt ausgehendes, abgeschirm-
tes CouLomB-Potential und wird nur durch Stérungs-
rechnung erster Ordnung beriicksichtigt. Die Zahlen-
werte, die sich auf Cu beziehen, sind sehr klein und
erreichen nur fiir eine schon sehr schwache Abschir-
mung eine GroBenordnung von ungefihr 20 erg/cm?.

Die vorliegende Theorie macht keinen Gebrauch

von der Naherung quasifreier Elektronen und sphé-
rischer Energieflaichen. Den Ausgangspunkt bildet
ein Verfahren, das sich bei der Behandlung des elek-
trischen Widerstands von Stapelfehlern als sehr
brauchbar erwiesen hat!?2. Im Rahmen der Ein-
elektronentheorie entwickelt man die Wellenfunktio-
nen der Leitungselektronen nach Wannier-Funktio-
nen, deren Zentren mit den durch den Stapelfehler
verschobenen Gitterpunkten iibereinstimmen. Zu bei-
den Seiten des Stapelfehlers, der sich tiber die ganze
Breite des Kristalls erstrecken soll, hat man unge-
storte, nur gegeneinander verschobene Kristallhalf-
ten, so dal}, dank der Lokalisierung der WaNNIER-
Funktionen auf die Umgebung eines Gitterplatzes,
nur in der Nachbarschaft des Stapelfehlers andere
Entwicklungskoeffizienten und Matrixelemente als
im idealen Gitter auftreten. Im idealen Gitter ist
aber die Entwicklung nach Wannier-Funktionen be-
kannt.
8 M. J. Waeran, Proc. Roy. Soc., Lond. A 249, 144 [1958].
9 R. W. Arrree u. J. S. Praskerr, Phil. Mag. 1, 885 [1956].
W. A. Harrison u. M. B. Wess, The Fermi Surface, John
Wiley & Sons, New York 1960.

11 B. Skcarr, Phys. Rev. 125,109 [1962].
12 A, Seecer u. H. Starz, phys. stat. sol. 2, 857 [1962].

10



908

Die Energie als Funktion des Ausbreitungsvek-
tors f ist in unserer Theorie durch eine Fourier-
Reihe gegeben. Dies trdgt der Tatsache Rechnung.
dall E eine periodische Funktion im f-Raum sein
mulfl. Ferner lassen sich dadurch auf analytisch ein-
fache Weise schon mit wenigen Reihengliedern sol-
che Energieflichen beschreiben, die nahe der Fermi-
Energie solch komplizierte Formen annehmen, wie
sie aus den Experimenten von Preparp und SHOEN-
BERG 10 bekannt sind.

Unsere Rechnungen beziehen sich auf die ein-
wertigen Metalle Cu, Ag. Au und behandeln nur ein
oberstes Leitungsband. Uberlappung mit anderen
Bindern, wie sie aus den Bandrechnungen von
SecarL ' hervorgeht, ist nicht enthalten, kann aber
bei einer Zahlenrechnung durch die Anpassung der
Fourier-Koeffizienten der Energie in gewissem Malle
berticksichtigt werden. Prinzipiell 1t sich jedoch
unsere Theorie auch auf mehrere Bander ausdehnen.
was allerdings einen erhohten Aufwand bedeutet.

Beschrinkt man sich in den Matrixelementen auf
die Wechselwirkung zwischen Waxxier-Funktionen
tibernichster Nachbarn, dann kann die Verschiebung
AE der einzelnen Energieniveaus beim Einbau eines
Stapelfehlers geschlossen angegeben werden. Man
erfalit dabei die Streuzustinde am Stapelfehler.
Gebundene Zustidnde treten erst in hoheren Nahe-
rungen auf. Als Endformel erhalt man fir die
Stapelfehlerenergie nur noch ein Integral, in dem
wenige Parameter stehen. welche die ganze Infor-
mation tiber den Stapelfehler enthalten. Die Integra-
tion laft sich numerisch durchfiihren.

Unsere Methode ist nicht nur auf das vorliegende
Problem beschrinkt, sondern eignet sich auch zur
Behandlung anderer Grenzflichen wie Stapelfehler
2. Art und kohérenten Zwillingsgrenzen.

§ 1. Entwidklung nach Wannier-Funktionen

Die Wannier-Funktionen a,(r—N;) aller Bén-
der n und aller Gitterpunkte )i; in einem sog. Grund-
gebiet eines Kristalls bilden einen vollstindigen,
orthonormalen Funktionensatz und konnen deshalb
als Basissystem zur Entwicklung einer Funktion
dienen. Die Entwicklung der Brocu-Funktionen lau-
tet per definitionem

Byt (T) = Vlc Nexp{itR;}an(r—Ry).

Ry

(1.1)

Hier ist 1/1/G ein Normierungsfaktor, wobei mit G
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die Anzahl der Gitterpunkte im Grundgebiet be-
zeichnet wurde. Die Summation lduft iber alle
Gitterpunkte ;. Gl (1.1) laBt sich auch nach
a,(t—N;) auflésen, indem man mit exp { —i f R;}
multipliziert und iiber die G diskreten f-Werte sum-
miert:

a(r—R) = . Y exp (IR} bu(r).  (12)
t

V
Zur Berechnung der Wannier-Funktionen eines
Bandes gentigt die Kenntnis der Brocu-Funktionen
eines Bandes und umgekehrt. Daher bilden die
Wannier-Funktionen eines Bandes ebensowenig ein
vollstindiges Funktionensystem wie die BLocu-Funk-
tionen nur eines Bandes. Die vollstindige Entwick-
lung einer beliebigen Funktionen muf} auBler einer
Summation tiber die Gitterpunkte auch noch eine
Summation iiber alle Binder enthalten:

(1) = S Z Dy (Ri) an(r—Ry).

m R

(1.3)

(Die Koeffizienten sind nicht Funktionen einer kon-
tinuierlichen Variablen, sondern hiangen von den
diskreten Koordinaten der Gitterpunkte ab.) Setzt
man diesen Ansatz in die ScHRODINGER-Gleichung

Hyy=Evy (1.4)

eines ungestorten Kristalls ein, dann erhalt man
nach Multiplikation mit a,*(r —N;) und Integra-
tion iiber das Volumen des Grundgebietes ein Sy-
stem von Differenzengleichungen fiir die Koeffizien-

ten D, (NR;):
X eaRi=9y) Bu(Ry) = B, B, (1)
b (fiir alle N; und n).

Dabei haben wir fiir die Matrixelemente, die nur
noch von der Differenz IN; — N; abhingen. folgende
Abkiirzung gebraucht:

a(Ri=Ry) = [a," (1 —R) Hya, (t—Ry) de. (1.6)

(1.5)

Alle Matrixelemente mit gemischten Bandindizes
verschwinden. Daher zerfillt das Gleichungssystem
(1.5) in Untersysteme, die sich jeweils auf ein Band
beziehen. Aus (1.5) lassen sich dann prinzipiell die
Energieniveaus E, und die Koeffizientenfunktionen
@, eines Bandes unabhingig von denen anderer
Bénder bestimmen. Der Ansatz

D, (Ri) =expli IR}, (1.7)

wie er auch aus (1.1) folgt, befriedigt simultan alle
Gleichungen des Systems (1.5) und liefert den Zu-
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sammenhang zwischen £ und f in Form einer
Fourier-Reihe

E,())= Y eaR)exp{—ifR;}. (1.8)
Rj

Anders verhilt es sich, wenn wir zum ungestorten
Hawmivron-Operator H, einen Storoperator H, hinzu-
fiigen. An Stelle von Gl. (1.5) tritt jetzt

Z Z [en (Ri—Ry) Oum + Vam(Ris Rl D, (Ry)
m Rj

=E Qn (m‘t)
(fiir alle R; und n),

(1.9)

wobei wir den Ausdruck
_,‘ a,” (rt— ?R;) Hl ap (T — §R1) de
mit V,, (N;, N;) bezeichnet haben. Ist V,, fir

mehrere n und damit sicher auch fir n = m von
Null verschieden, dann sind gleichzeitig mehrere
Béander gestort, die Differenzengleichungssysteme
sind gekoppelt und die Stérungen eines Bandes kon-
nen nicht mehr unabhingig von anderen Bindern
berechnet werden. Dies ist besonders bei iiberlap-
penden Bindern der Fall. Ist dagegen V7, nur fiir
ein n=m ungleich Null (z. B. fiir das oberste be-
setzte Band), dann haben wir wieder entkoppelte
Gleichungssysteme und neben den ungestorten Bén-
dern lassen sich die Koeffizientenfunktionen @, und
die Energieniveaus E, des einen gestorten Bandes
separat berechnen. Umgekehrt kann man daraus
schlieBen: Beeinflufit eine Stérung im Kristall nur
ein Band, dann gentigen die Wannier-Funktionen
des betreffenden Bandes zur Entwicklung der ge-
storten Wellenfunktion und zur Berechnung der
Storenergie.

Wir iibertragen nun diese Uberlegungen auf das
Problem der Stapelfehlerenergie der Edelmetalle Cu,
Ag, Au und nehmen an, daf} beim Einbau eines
Stapelfehlers nur die Energiezustinde des obersten
s-Leitungsbandes gestort werden. Wir begniigen uns
deshalb mit einer Entwicklung der w-Funktion der
Leitungselektronen nach den Wannier-Funktionen
eines Bandes. Die neuesten Bandrechnungen fiir
Cu!! zeigen aber eine Uberlappung der 3d-Binder
mit dem 4s-Band, was bedeutet, da} unsere Entwick-
lung nicht auf Wannsier-Funktionen eines Bandes be-
schriankt werden sollte. Jedoch glauben wir, den
neuen Verhiltnissen dadurch entsprechen zu konnen,
dal wir bei einer Zahlenrechnung die WaNNIER-
Funktionen und die mit ihnen tiber (1.6) zusam-
menhéngenden Fourier-Koeffizienten der Energie-
entwicklung so bestimmen, da} die sich daraus er-
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gebende Fermi-Energie und die Form der Fermi-
Flache 1913 mit den experimentellen Werten iiber-
einstimmen. Eine gewisse Unsicherheit bleibt aber,
weil bei der Energieberechnung der ganze besetzte
Teil des Bandes eine Rolle spielt. Giinstiger verhalt
es sich dagegen bei der Berechnung des elektrischen
Widerstands, wo nur die Elektronen an der Fermi-
Oberflache zur Leitfihigkeit beitragen.

§ 2. Einfiihrung eines Koordinatensystems

Will man das kubisch-flichenzentrierte Gitter als
einfaches Translationsgitter ohne Basis beschreiben,
dann verwendet man iiblicherweise als Grundvek-
toren ein Tripel gleichlanger Vektoren der Linge
(a/2) V2, die untereinander einen Winkel von 60°
einschliefen (e ist die Kantenlinge des Elementar-
wiirfels). Dieses Vektordreibein bildet die Kanten
einer Pyramide mit einer (111)-Ebene als Grund-
flache. Hat man nun im Gitter einen zu einer (111)-
Ebene parallelen Stapelfehler 1. Art, der sich iiber
die ganze Breite des Kristalls erstrecken soll, so wird
der Kristall dadurch in zwei ungestérte Teile geteilt,
die lediglich gegeneinander um einen Vektor % par-
allel zu einer (111)-Ebene verschoben sind. Unser
Problem besitzt demnach eine Translationsinvarianz
gegen Verschiebungen um Gittervektoren parallel
zur Stapelfehlerebene. Wir beniitzen deshalb ein an-
deres, schiefwinkliges Grundvektorentripel, bei dem
zwei Vektoren a; und a, parallel zur Stapelfehler-
ebene liegen. Den dritten Vektor a; wahlen wir so,
daf} sich das Gitter wieder als einfaches Translations-
gitter beschreiben laft. Der Zusammenhang mit den
drei in Richtung der Wiirfelachsen zeigenden Ein-
heitsvektoren ¢, , €, , ¢; ist durch

a; = (a/2) (—e;+¢3),

ax= (a/2) (—ex+e3),

ag = (a/2) (&1 +€,)
gegeben (s. dazu Abb. 1). Die Winkel zwischen den
Grundvektoren sind nun nicht mehr alle gleich.

Vermittels der Beziehung a;'0;=0;; lassen sich
drei reziproke Grundvektoren definieren. Sie er-
geben sich aus den Einheitsvektoren ¢, , ¢, , ¢; durch
folgende Gleichungen:

b= (1/a) (—es+es+eg).
by=(1/a) (e;—es+¢3),
by= (1/a) (e; +es+¢3).

(2.1)

(2.2)

13 H. Kroxwi'LLER, Diplomarbeit, Stuttgart 1956.
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Abb. 1. Die Lage der Grundvektoren q, , 0y, Qg und b, , b, . b,
im kubisch-flichenzentrierten Gitter und im dazugehirigen
reziproken Gitter.

Die Lage des Stapelfehlers wird jetzt allein durch
eine 0y-Koordinate M beschrieben. wihrend der
Vektor &, um den die beiden Teilkristille gegenein-
ander verschoben sind. durch

9

3 1
=350y —y (Ay

(2.3)

gegeben ist. Gittervektoren. die zu Gitterpunkten
links bzw. rechts vom Stapelfehler zeigen, haben
dann folgende Form:

R=n,0,+ny0,+n3054 fiir ny<M,
baw. (2.4)
R=(ny+3%) a+ (no—4) ay+nga; fiir ng>M.

Die durch (1.8) definierte und fiir das Folgende
wichtige Fourier-Reihe der Energie im reziproken
Raum laft sich jetzt explizit in Koordinaten an-
geben. Bezeichnet man den f-Vektor durch

f=pb;+qb,+rb;. (2.5)

dann ergibt sich fir die ersten Glieder der Reihe

E=¢(0) +2&(1) [cosp+cosg+cos(p—gq)
+cosr+cos(p+r)+cos(qg+r)]
+2¢e(2)[cos(p+q+r) +cos(—p+gq-+Tr)
+cos(p—q+r)]. (2.6)
Dabei wurde beriicksichtigt, daf} die Fourier-Koeffi-
zienten ¢(z), die zu Nachbarn gleicher Sphire ge-
horen, aus Symmetriegriinden gleich sein miissen.
Beziiglich der prinzipiellen Form der Energieflichen
siehe SomMERFELD und BeTHE 14,

§ 3. Die Differenzengleichung und ihre Losung
beim Stapelfehler

Im Gitter befinde sich ein Stapelfehler, wie in § 2
beschrieben. Wir entwickeln die 1p-Funktion der Lei-

1 A.Sommerrerp u. H.Berue, Handbuch d. Physik Bd. XXIV/
2. Teil, Springer-Verlag, Berlin 1933, S. 401.
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tungselektronen nach den Wannier-Funktionen eines
Bandes

(1) = ;cb(mn a(r—Ry) (3.1)
und lassen die Zentren N; mit den durch den Stapel-
fehler verschobenen Gitterpunkten zusammenfallen.
Mit diesem Ansatz hat man sich der physikalischen
Situation angepalit, dall namlich zu beiden Seiten
des Stapelfehlers sich wieder ideale Kristallgitter be-
finden. Die Vollstandigkeit des Wax~1Er-Funktionen-
Systems ist nur fiir die Gitterpunkte des idealen Git-
ters bewiesen. Es ist aber anzunehmen. daf} in un-
serem Fall, wo die Gitterpunkte, dhnlich wie im
idealen Kristall, gleichméfig iiber den Raum verteilt
und nicht etwa zusammengedréangt sind, die Voll-
standigkeit nach wie vor gegeben ist. A

Setzt man (3.1) in die ScHrODINGER-Gleichung
eines Kristalls mit Stapelfehler ein, dann erhalt
man eine Differenzengleichung fiir die Koeffizienten
@ (N;) entsprechend zu (1.9). Die Wannier-Funk-
tionen auf verschiedenen Seiten des Stapelfehlers
sind nicht mehr orthogonal aufeinander und es tre-
ten jetzt Ausdriicke der Form

U(E}ti_g}i‘»]’) = r a*(r— 3{,) a(r— %1) dr
auf, die nur dann gleich Null sind, wenn R; und N;
fir N; + N; beide zu Gitterpunkten auf derselben
Seite des Stapelfehlers gehoren. Fassen wir noch
VN, RN;) und e(R; —R;) zu einem einzigen Glied

zusammen

H(N;, N = ' a(r—N) Ha(x—NR;) dr, (3.3)

(3.2)

dann lautet die Differenzengleichung

DOR)HR.Ry) =E D D(R) URi—Ry).

R R (3‘4')
Die Funktionen H(N;, N;) und U(NR;—R;) sind
invariant gegen Translationen um Gittervektoren
parallel zum Stapelfehler. @ (N;) = P (ny,ny.ny)
ist dann notwendig von der Form
D (ny.ny.ny)

=exp {i(pny+qny)} C(ng)

bzw.

fiir ng<M,
(3.5)
D (ny.n,.ny)
=exp {i[p(nl +2) +q(ny— L)]} C(ng)
fir ng>M.

15 Wir kisnnen dieses Kapitel knapp fassen. Eine ausfiihrliche
Darstellung. allerdings mit anderen Koordinaten, findet
man in 12
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(Die Parameter p und g sind die b;- und by-Kom-
ponenten eines f-Vektors, wie man durch Vergleich
mit Ausdruck (1.7) des idealen Kristalls sieht.)
Hiermit ist es gelungen, (3.4) auf ein System von
eindimensionalen Differenzengleichungen zu redu-
zieren. Bevor wir dieses System angeben, machen
wir eine Naherung. Die Wannier-Funktionen sind
lokalisierte Funktionen. Demgemil nehmen die Aus-
driicke (3.2) und (3.3) mit wachsendem |R; —R;|
rasch ab. Vergleicht man z.B. die Matrixelemente
£(1) und £(2) [s. Gl. (1.6)], die durch Anpassung
der Energiefliche (2.6) an die experimentell be-
stimmte Form der Fermi-Flidchen ! gewonnen wer-
den konnen, so sieht man, dall £(2), das die Wan-
NIER-Funktionen iiberniachster Nachbarn enthalt, nur
noch ungefihr 1/8 des Wertes von £(1) ausmacht,
das die Wannier-Funktionen néchster Nachbarn ent-
halt 16, Wir beriicksichtigen deshalb die Matrixele-
mente H (N;, R;) und U (N; —R;) nur bis zu Wech-
selwirkungen zwischen hochstens ubernéchsten
Nachbarn und setzen die hoheren Matrixelemente
gleich Null. In einem gewissen Abstand vom Stapel-
fehler lauten dann die Differenzengleichungen wie
im ungestorten Fall:

C(ng+1)(P—E) +C(ng) Q+C(ny+2) Q*=0
(fir ng==M—-1,M) (3.6)

mit den Abkiirzungen
P=¢(0)+2¢(1)[cos p+cosg+cos(p—q)]. (3.7)
Q=e1)[1+e P+e 7]

+6(2) [2 cos(p—q) +e~ 1w 0], (3.8)
wobei deutsche Buchstaben zur Bezeichnung kom-
plexer Zahlen verwandt wurden (£ bedeutet das
konjugiert Komplexe von Q).

Fiir die Netzebenen am Stapelfehler ergeben sich
zwei spezielle Gleichungen

C(M)(P+T—E)+C(M-1)Q

+C(M+1)S=0, (3.9)
C(M+1)(P+T—E)+C(M) c*
+C(M+2) Q*=0.
Die Groflen
T=¢(0)+2¢(1)[cosp+cosg+cos(p—q)]
(3.10)
und

S =eiBI+a) {V(l) [1+ e i1 e—iq]
+V(2)[2cos(p—q) +e iPTO]}
(3.11)

16 G. ScrotTky, private Mitteilung.
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treten in (3.6) nicht auf und enthalten die Stérung
durch den Stapelfehler. Die darin enthaltenen Para-
meter sind durch folgende Integrale tiber das Vo-
lumen des Grundgebietes definiert:

8,(}1) — " a*(r—ERI-) Ha(r—ERj) dt—&‘(h)

(h=0,1), (3.12)
V)= [ a*(x—R)Ha(xr—R;)de —EUR; —Ry)
(h=1,2). (3.13)

h=0, 1, 2 bedeutet fiir #; und R; nullte, nachste
und tibernéchste Nachbarn. Die Gitterpunkte mit den
Ortsvektoren J; und R; liegen dabei alle in (111)-
Ebenen, die unmittelbar an den Stapelfehler gren-
zen. Bei & (h) liegen beide Punkte auf der gleichen
Seite, bei V' (h) auf verschiedenen Seiten des Stapel-
fehlers. Im ungestorten Fall nimmt ¢ (h) den Wert
Null und V7 (k) den Wert ¢ (k) an.

Die Losungen der ungestorten Differenzenglei-
chungen (3.6) sind aus (1.7) bekannt. Im Raum
links und rechts vom Stapelfehler und in einem ge-
wissen Abstand davon machen wir den Ansatz einer
einfallenden und reflektierten Broca-Welle; die Am-
plituden zu beiden Seiten des Stapelfehlers diirfen
verschieden sein (s. auch Abb. 2).

C(n3) =A1 ei’"’-i—AQ eir’nn ,

' ” 3.14
C(n3) = Bl P +32 eir'ns ( )

A'elfns B,glfns
Abb. 2. Einfallende und reflek-
tierte Brocu-Wellen, dargestellt
irn h durch die Koeffizienten ihrer Ent-
A,e''s B el 5 o Caia
2 2 wicklung nach Waxxier-Funktio-

nen, zu beiden Seiten des Stapel-
fehlers.

r und 7" sind die b;-Komponenten zweier Vektoren
f und t’, die zur selben Energie gehoren (die Streu-
ung erfolgt unter Energieerhaltung) und dieselben
Parallelkomponenten p und ¢ zum Stapelfehler be-
sitzen. Der Zusammenhang zwischen E und f bzw. {’
ist durch die Fourier-Reihe (2.6) gegeben.

In der vorliegenden Naherung der Wechselwir-
kung bis zu iiberndchsten Nachbarn befriedigen die
Ansatze auch die speziellen Gleichungen (3.9), wor-
aus sich sofort zwei Beziehungen zwischen den Am-
plituden 4;, A, und B,, B, gewinnen lassen. (In
hoheren Néaherungen miissen zu diesem Zweck aus
den speziellen Gleichungen, deren Anzahl dann gro-
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BBer als zwei ist, zuvor die Koeffizienten C (n;) elimi-
niert werden, die nicht in den ungestorten Gl. (3.6)
vorkommen. Diese zu eliminierenden C(n;) entspre-
chen gebundenen Zustinden.)

Man erhilt folgende lineare Beziehungen

B, = eslm [QA,+Ke iMe=1) 4], (3.15)
By= s Qg (KM 4+ 8 4], (3.16)

Dabei wurden zusitzliche Abkiirzungen eingefiihrt:

R=(T-€"Q%2— |G P, (3.17)
K=|T-€"Q*2-|& 2, (3.18)
N=el"m_1, (3.19)

Die GIn. (3.15) und (3.16) bilden den Ausgangs-
punkt zur Berechnung der Stapelfehlerenergie wie
auch des elektrischen Widerstands.

§ 4. Eigenwertgleichungen fiir f

Idealer Kristall: Werden den Wellenfunktionen
im Kristall, also den Brocu-Funktionen, keine Rand-
bedingungen auferlegt, dann kann der f-Vektor kon-
tinuierlich jeden Wert annehmen. Erst die Rand-
bedingungen beschrinken die moglichen f-Werte,
und wegen des bestehenden Zusammenhangs zwi-
schen E und f damit auch die innerhalb eines Ban-
des moglichen Energiewerte, auf ein diskretes Spek-
trum. Um die stérenden Einfliisse der Kristallober-
fliche zu eliminieren und trotzdem von den Vortei-
len eines endlich groflen Kristalls Gebrauch machen
zu konnen, wahlen wir die sog. zyklischen Rand-
bedingungen. Darunter versteht man die Forderung,
daf} die Wellenfunktion eines groflen Grundgebiets
in den anderen Grundgebieten sich periodisch wie-
derholen soll.

Als Grundgebiet wihlen wir ein Parallelepiped,
das von den drei Vektoren G;a;, Gy 0, und G;a;
aufgespannt wird. Die G; sind grofle, ganze Zahlen,
wobei G, ein ganzes Vielfaches von 3 sein mulfl, weil
das kubisch-flichenzentrierte Gitter in ag-Richtung
eine Dreischichtenfolge besitzt.

Mit der Abkiirzung
®,,=my Gy ay+my Gy ay+mg Gy ag

(m beliebig ganz)

(4.1)

lautet die zyklische Randbedingung fiir die Brocn-

H. STATZ

Funktionen b¢(r) (wir lassen den Bandindex jetzt

weg)

bi(r+O®,) = be(r) (identisch fiir alle 1). (4.2)
Bekanntlich konnen die Brocu-Funktionen in der

Form

be(1) =€ uy(1) (4.3)

geschrieben werden. wo u¢(1) eine gitterperiodische
Funktion bedeutet. (4.3) zusammen mit (4.2) lie-
fern die bekannten Eigenwerte fiir f:

3
f= 3 2% 4

=1 7t

(g ganz). (4.4)
Beniitzen wir die Entwicklung nach Wan~iER-
Funktionen, dann erhalten wir an Stelle von (4.2)

S fD(SRJ) a(t—?Rj) = Z Q)(‘]?,Jr@m) a(r—?]‘t,-)
BN :R]

R

(identisch fiir alle v). (4.5)

Die Randbedingungen driicken sich jetzt in einer
Identititsgleichung fiir die Koeffizienten @ (R;) aus

DR +6G,) = DR (4.6)
(identisch fiir alle Jt;).

Setzt man fiir den ungestorten Kristall
P(Ry) =exp TR},

dann fithrt (4.6) wieder zu denselben f-Eigenwer-
ten (4.4), wie es sein mulf.

Kristall mit Stapelfehlern: Baut man nun parallel
zu den (111)-Ebenen gleichartige Stapelfehler ein,
so braucht man derer mindestens 3, um bei gleichem
G, wie im ungestorten Fall nach G,-Schritten in a,-
Richtung auf eine mit der Ausgangsebene identische
Ebene zu treffen. (2.3) zeigt. daf} erst das Drei-
fache des Verschiebungsvektors & wieder einen gan-
zen Gittervektor gibt. Eine der Gl. (4.6) entspre-
chende Bedingung wire demnach mit nur einem
Stapelfehler nicht berechtigt. Im Anhang wird je-
doch gezeigt, dal} bei drei Stapelfehlern, abgesehen
von Wechselwirkungstermen, genau die dreifache
Eigenwertinderung herauskommt wie beim hypo-
thetischen Fall mit einem Stapelfehler, so dal} es
geniigt, letzteren Fall zu untersuchen.

Im 1. Grundgebiet befinde sich ein Stapelfehler.
Aus Periodizititsgriinden miissen in den tbrigen
Grundgebieten auch Stapelfehler an den entsprechen-
den Stellen angenommen werden. Die Randbedin-
gungen in den a;- und ay-Richtungen parallel zum
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Stapelfehler ergeben folgende Gleichungen:

Aiexp {itR;} + Ayexp it R} = A, exp i E(R; +Gi) } + s exp i ¥ (R;+Gia)) }; (4.7)
i=1,2 (identisch fiir alle )i;).

Eine entsprechende Gleichung wie (4.7) ergibt sich, wenn man 4; durch B; ersetzt (s. auch Abb. 3).

/ St feh/ /

/
A, Ay By Bz

4,4, g
1. Grundgebiet .....
g /

/’ Abb. 3. Erstes Grundgebiet mit Stapelfehler. AnschlieBend
/ die benachbarten Grundgebiete.
/

Die Randbedingung in as-Richtung fordert

Ayexp {itR;} + dsexp (it R;} = B, exp {i {(R;+G50a3) } +Byexp {i ¥’ (R;+G;a5) } (4.8)
(identisch fiir alle 3t;).

§ 5. Losung der Eigenwertgleichungen

Die Gln. (4.7) liefern die b;- und b,-Komponenten p, ¢ von f oder f. Wie im ungestorten Fall
ohne Stapelfehler ergibt sich
=(27/Gy) gy und g=(2a/G,) g (5.1)
Diese unveranderten Werte waren auch zu erwarten, da parallel zum Stapelfehler keine Storung der Perio-
dizitdt auftritt. Anders dagegen in aj-Richtung: Gl. (4.8) spaltet in je eine Gleichung mit f und " auf.
Bezeichnet man die b;-Komponenten von f und f* mit 7 und 7/, dann erhilt man sofort

A;=B,exp {irG,}, As=Byexp {ir’ G,} . (5.2)
Nach (3.15) und (3.16) besteht ein linearer Zusammenhang zwischen den 4; und B;. Abkiirzend ge-
schrieben lautet diese lineare Beziehung
By=fy Ay +f12 43, By =fo Ay + foo 45, (5.3)
so dal man zusammen mit (5.2) ein homogenes, lineares Gleichungssystem fiir die Amplituden 4; und
B; erhalt:
(fuexp {ir G3} —1) Ay + froexp {ir Gy} 4,=0,
farexp {ir’ Gy} Ay + (far exp {ir G} —1) 4,=0. (5.4)
Die Determinante muf} verschwinden. Dies fithrt zu einer Gleichung fiir die neuen Eigenwerte r und r’.
Diese lautet:
2k
(CRRL ~an-
Die Koordinate M, welche die Lage des Stapelfehlers angibt, hat sich, wie zu erwarten war, weggehoben.
Fiir die Selbstenergie des Stapelfehlers ist M bedeutungslos und fiir die Wechselwirkungsenergie der Sta-
pelfehler untereinander geniigt die Grofle G, die neben der Linge der Grundgebiete auch die Abstinde

der Stapelfehler angibt.
Gl. (5.5) 1dBt sich vereinfachen. Berticksichtigt man die Beziehungen

|RPF-K2=4|G]|QPsin?[(r—r)/2], [R[P=4sin?[(r-r)/2], (5.6), (5.7)
und bezeichnet man die Winkel in der komplexen Zahlenebene der GroBen &* Q* und £/ mit o und £,
a=arc(S* Q*), p=arc(L/N), (5.8)

exp {i(r+r1") Gg} — ~Qmexp {irGs}— exp {ir G3} +1=0. (5.5)
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dann ergibt sich eine Gleichung. in der nur noch reelle Gréflen vorkommen:

Acos|a+ h;r Ga} —cos|f+ r—2r G,

=0, (5.9)

Der Ausdruck 4=|G QN |/ 2| stimmt mit )1 — R iiberein, wo R die Bedeutung eines Reflexionskoeffi-
zienten hat'7. Es gilt also stets 0 < A< 1.

Zur Lésung von Gl. (5.9) muB noch eine Beziehung zwischen r und 7" abgeleitet werden. Bekanntlich
gehoren f und {" zur selben Energiefliche und besitzen dieselben Komponenten p und ¢ .

E(p.q.r) =E(p,g.7) . (5.10)
Zusammen mit Gl. (2.6) fiir die Energieflichen erhalt man nach einiger Umformung:
tg r+r £(1) [sin p+sin g] +2(2) sin(p+q) (5.11)

2 £(1)[1+cos p+cos g] +¢(2) [2 cos(p—g) +cos(p+q)]

Die Summe r+r" ist demnach eine reine Funktion der Komponenten p und ¢. Diese éndern sich aber
nach Gl. (5.1) beim Einbau eines Stapelfehlers nicht. so daB auch die Summe r +r" ungeindert bleibt.

r+r'=r0—|—r0'. (5.12)
Die Anderungen Ar und Ar" sind also entgegengesetzt gleich: Ar= —A4r'. (5.13)

Folglich kann man an Stelle von (r—r")/2 auch (ry—ry)/2+ Ar schreiben. Ferner kann man zum Argu-
ment des zweiten cos-Terms in Gl. (5.9) (r,/2) G, addieren, ohne daf} sich etwas dndert, da dies nur die
Addition eines ganzen Vielfachen von 2 7z bedeutet. Sodann fithrt man noch statt (ry+r,)/2 die Bezeich-
nung f(p, q) ein, was nach (5.11) und (5.12) erlaubt ist und erhilt schliefilich als Gleichung fir die
Eigenwertanderung Ar

Acos[a+f(p.q) G3] —cos[f—f(p,q) G+ Ar G3] =0. (5.14)

Die Losung 1dft sich sofort angeben:
Ar= (1/G,) {arccos[A cos(a+fGs)] —f+fGs}. (5.15)

Es muf} betont werden, dal} die geschlossene Losung nur moglich war auf Grund des Bestehens von Gl
(5.11). Bei Beriicksichtigung von Wechselwirkungen zwischen weiter entfernten als iibernéchsten Nachbarn
gibt es keine entsprechende Gleichung mehr. Dies ist mit ein Grund, warum wir uns auf die Wechselwir-
kung bis zu tiberndchsten Nachbarn beschriankt haben.

Zur Berechnung der Groflen A, a und f in (5.15) wird neben p und ¢ der ungestorte Wert r, verwendet.
Der dabei gemachte Fehler ist fiir Ar von der Grofenordnung 1/G42, was vernachlédssigbar ist.

Die Frage, welcher Zweig des arc cos in Gl. (5.15) zu nehmen ist. 1d3t sich beantworten, wenn man den
Sonderfall R=0 (d.h. 4=1) betrachtet. Man erhilt eine einfache Eigenwertgleichung, deren Losung
eindeutig anzugeben ist. Fiir R=0 tritt keine reflektierte Brocu-Welle auf und die Randbedingungen lie-
fern dann folgende Gleichung:

A =B, e, (5.16)
Ferner gilt By=e¢'? 4, fir R=0. Daraus ergibt sich Ar= —0a/G,. (5.17)
In Gl. (5.15) ist demnach jener arc cos-Zweig zu nehmen, fiir den gilt
lim {arccos[Acos(a+fG3)]} = —a—fG;5. (5.18)
A—~>1

o und f sind zunichst nur bis auf Vielfache von 2 7 festgelegt. Welche Bestimmung gewihlt werden muB,
1dBt sich spiter bei der Diskussion des Ausdrucks fiir die Stapelfehlerenergie entscheiden.

17 H. Starz, Z. Naturforschg. 17a [1962] (im Druck).
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§ 6. Energieinderung

Der Zusammenhang zwischen E und f ist aus (2.6) bekannt. Mit den Anderungen der f-Eigenwerte
kennt man damit auch die Anderungen der zugehorigen Energieniveaus. Beriicksichtigt man keine Wech-
selwirkung zwischen den Elektronen. dann ergibt sich die Gesamtenergie als Summe der Einzelenergien
und wir erhalten die gesamte Energieinderung AE, bezogen auf die Fliche F des Stapelfehlers, durch
Summation tiber alle besetzten Zustdnde des Bandes:

AE= Y [E(t)--E()] . (6.1)
t

Setzt man aus Gl. (2.6) die Funktion E(f) ein, dann erhilt man fiir 4E;= E(f) — E(f;) den Ausdruck

AEy= —4¢(1) sin r;r" Ilsin r;r" +sin (p+ r_;r°>+sin <q+ r;r")
e@) [ .. { r+r, S r+re\ Lo =\ :
+ 1 [sm(p—&-q«\- : >+sm( pra+ ) , sm(p g+ = )“ (6.2)

Ar=r —r, ist klein von der Ordnung 1/G;. Wir ersetzen deshalb sin[(r —ry)/2] durch Ar/2 und in der
geschweiften Klammer (r+ry)/2 durch ry .
AE; = AE¢(p, q,19) = —2¢(1) 4r
.{sm ro+sin(p +ry) +sin(g+ry) + 28; [sin(p+gq+ry) +sin(—p+gq-+ry) +sin(p—q+r0)]}. (6.3)

(Den Inhalt der geschweiften Klammer bezeichnen wir kiinftig zur Abkiirzung mit K.) Die Summe (6.1),
die iiber alle ungestorten Eigenwerte p, ¢, r, innerhalb der Fermr-Fléache lduft, darf fiir ein groBes Grund-
gebiet, d.h. fir groBe G;, G,., G5 durch ein Integral iiber das Volumen des Fermi-Korpers im f-Raum
ersetzt werden (den Index O bei r lassen wir der Einfachheit halber weg).

}:_JEg=2 G G Gy /f/JE, p.q,r) dpdgdr. (6.4)
t

Der Faktor 2 riihrt davon her, daf jeder Zustand mit zwei Elektronen entgegengesetzten Spins besetzt
werden kann. Der Flicheninhalt des betrachteten Stapelfehlers betrigt F=G;G,F, wo F’ die von
a,, 0, aufgespannte Fliche bedeutet. Im kubisch-flichenzentrierten Gitter mit der Gitterkonstanten a ist
F'=V3 a?/4. Insgesamt erhilt man schlieBlich

AE — _5(1) f// (Ar G) K dpdg dr. (6.5)
]/3 a®

Um die reine Selbstenergie des Stapelfehlers zu Der Ausdruck (Ar G,) ist eine periodische Funk-
bekomm